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1 Introduzione
Un importante filone di ricerca sviluppato dalla NEK riguarda modelli che riprendono l’idea di
matrice keynesiana secondo la quale, in mercati imperfetti ed in assenza del banditore
walrasiano, una situazione con disoccupazione involontaria può essere dovuta a fallimenti nel
coordinamento delle scelte compiute dagli operatori. I modelli di fallimento del coordinamento
producono equilibri multipli con aspettative autorealizzantisi ed esibiscono più di un equilibrio di
Nash, per cui la teoria dei giochi dice che l’economia raggiungerà uno di questi equilibri, ma non
può specificare quale.
Le principali tipologie di modelli di fallimento del coordinamento possono ravvisarsi in
Cooper e John (1988), nel modello di Bryant (1983) con complementarietà tecnologiche, nei
modelli con “spillovers di domanda”, nel modello di Cooper (1994) con due settori, nel modello
di Diamond (1982) in presenza di “mercati spessi” (thick markets), nonché nei modelli di
“timing of discrete choices” (scelta del momento opportuno per compiere una azione), come in
Cahuc e Kempf (1997), Cooper e Haltiwanger (1992) e nel modello di Shleifer (1986).
In tale contesto, nell’ultimo decennio è stata posta notevole attenzione alla teoria dei global
games ed a quella dei giochi supermodulari. Un global game è un gioco ad informazione
incompleta, nel quale l’ammontare dei payoff è condizionato dalla realizzazione di uno shock
nell’economia e nel quale per ciascun giocatore l’osservazione dello shock è affetta da un
disturbo. Un modello economico importante in tale ambito è quello di Fukao (2003).
I global games appaiono come uno strumento particolarmente utile per analizzare le
implicazioni della presenza di esternalità di rete, uno dei fenomeni più caratterizzanti della
recente ondata di innovazioni tecnologiche nel campo delle information and communication
technologies: in presenza di esternalità di rete, ad esempio, i potenziali utenti di una nuova
tecnologia con grande probabilità manifestano incertezza nei confronti delle preferenze degli
altri agenti e/o in merito alla produttività della nuova tecnologia, e questo condiziona la
possibilità di diffusione della tecnologia. Al riguardo, il modello forse più interessante è quello
proposto da Fukao (2003) che, rifacendosi a Carlsson e van Damme (1993), costruisce un global
game con esternalità di rete ricavando le condizioni in base alle quali si possono ottenereElena Dobici
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equilibri multipli ed analizzando le implicazioni sul benessere sociale della presenza di disturbi,
anche piccoli.
In questo lavoro, dopo un breve richiamo alla struttura formale di un global game, forniamo
una versione sintetica del modello di Fukao per poi proporne una riformulazione in termini di
giochi supermodulari, un ulteriore strumento di analisi proposto di recente all’attenzione degli
studiosi di fallimenti del coordinamento.
L’analisi tradizionale e la stessa teoria dei global games si basano sull’approccio topologico,
il cui risultato più importante è costituito dal teorema del punto fisso di Brouwer, esteso alle
corrispondenze dal teorema di Kakutani. Nell’ambito della teoria dei giochi, perché sia assicurata
l’esistenza di un equilibrio di Nash, questo approccio richiede che l’insieme delle strategie sia
convesso e compatto e che ogni funzione di payoff sia continua nelle azioni degli altri giocatori e
quasi concava nella sua stessa azione. L’esistenza viene dimostrata applicando il teorema del
punto fisso alla miglior corrispondenza di risposta, che risulta a valori convessi in virtù della
quasi concavità dei payoffs e della convessità dell’insieme delle strategie. Recentemente sono
stati trovati, però, alcuni risultati che provano l’esistenza senza richiedere la quasi concavità,
mediante approcci alternativi. Uno di questi è appunto quello che definisce la classe dei giochi
supermodulari ed è basato su metodi non topologici che utilizzano i concetti della teoria dei
reticoli (lattice theory). I suoi elementi più rilevanti per lo studio dei fallimenti del
coordinamento sono costituiti dai risultati di monotonicità e dal teorema del punto fisso di
Tarski, il quale dimostra l’esistenza di un punto fisso per funzioni crescenti: la proprietà di
monotonicità è garantita quando il beneficio marginale derivante dall’incremento della strategia
di un giocatore aumenta con i livelli delle strategie dei suoi rivali, ossia quando il gioco esibisce
complementarietà strategiche; queste ultime sono strettamente legate agli equilibri multipli, i
quali presentano problemi di interpretazione - si pone il dilemma di come i giocatori possono
coordinarsi su uno di questi - e di analisi politica - poiché il policy maker non è sicuro che il
cambiamento di un parametro possa portare il sistema nella direzione desiderata.
In presenza di equilibri multipli l’analisi classica di statica comparata fornisce risultati
ambigui: infatti la classica analisi convessa, basata sullo studio e le proprietà di insiemi e
funzioni convesse, impone condizioni di regolarità molto forti ed abbandona l’analista quando
queste condizioni non sono soddisfatte. I metodi dell’analisi supermodulare forniscono inveceEsternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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uno strumento adatto per caratterizzare gli equilibri multipli, permettendo di mostrare l’esistenza
di equilibri senza richiedere la quasi concavità delle funzioni di payoff e la convessità
dell’insieme delle strategie.
La riformulazione che proponiamo del modello di Fukao in siffatto contesto, semplifica
notevolmente il lavoro necessario per giungere ai risultati di esistenza ed eventuale molteplicità
degli equilibri e mostrano come tale modello possa essere considerato un caso particolare di un
insieme più generale di modelli che possono essere studiati mediante la teoria dei giochi
supermodulari. In Fukao la funzione dei payoff è lineare nella realizzazione dello shock comune
e nel numero degli altri giocatori che scelgono la nuova tecnologia; con tale funzione e lo spazio
delle strategie ipotizzato, la teoria dei giochi supermodulari ci assicura l’esistenza di almeno un
equilibrio. D’altra parte però, possiamo ottenere lo stesso risultato di esistenza considerando una
intera classe di funzioni che abbiano per argomenti le strategie dell’agente i e degli altri agenti,
il costo di adozione della nuova tecnologia e la presenza di disturbi. La forma funzionale che
possiamo considerare è generica e quindi non necessariamente lineare, ampliando in questo
modo le possibilità di analisi.
1.1 Nozioni generali sui global games1
Carlsson e van Damme (1993) hanno introdotto la nozione di global game, che è un gioco con
informazione incompleta nel quale i payoffs correnti dei giocatori sono condizionati dalla
realizzazione di uno shock comune e nel quale l’informazione di ciascun giocatore circa lo shock
viene perturbata. Il concetto di global games non solo è importante a livello teorico poiché
fornisce una nozione di equilibrio più raffinata, ma anche per la questione dei fallimenti del
coordinamento in presenza di informazione privata. Nei global games i fondamentali economici
incerti sono rappresentati da uno stato  e ciascun giocatore osserva una diversa manifestazione
dello stato con una piccola perturbazione. Il segnale percepito da ciascun giocatore genera
credenze circa i fondamentali, credenze circa le credenze degli altri giocatori rispetto ai
fondamentali e così via.
1
Fukao K., (2003), in “Coordination failures under incomplete information and global games”, riporta la nozione
di global games introdotta da Carlsson e van Damme nel 1993.Elena Dobici
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I global games si stanno dimostrando una diffusa metodologia per la selezione
dell’equilibrio con applicazioni alle crisi monetarie e bancarie ed alla macroeconomia. Essi sono
giochi bayesiani e la teoria dei reticoli è particolarmente adatta per analizzarli; infatti, recenti
passi in avanti per il superamento della difficoltà di mostrare l’esistenza dell’equilibrio bayesiano
in strategie pure sono stati fatti usando la metodologia teorica dei reticoli.
Inoltre, considerando che in molte situazioni interessanti i global games sono giochi nei
quali sono presenti complementarietà strategiche, si capisce perché e come funziona
l’eliminazione iterata di strategie dominate e sotto quali condizioni ha successo la selezione
dell’equilibrio. Infatti si vede che l’equilibrio è unico precisamente quando le complementarietà
strategiche sono indebolite.
Per definire formalmente il concetto di global game e presentare la sua applicazione ad un
caso di fallimenti del coordinamento, è necessario definire preventivamente i concetti di gioco
bayesiano ed equilibrio bayesiano).
1.2 I giochi bayesiani2
Sono giochi con informazione incompleta, nei quali almeno un giocatore è incerto sulla funzione
dei payoff di un altro giocatore.
Definizione: La rappresentazione in forma normale di un gioco statico bayesiano con n
giocatori specifica gli spazi delle azioni dei giocatori n A A , , 1  , i rispettivi spazi dei tipi,
n T T , , 1  , le rispettive credenze, n p p , , 1  e le funzioni dei payoff n u u , , 1  . Il tipo del giocatore
i è informazione privata del giocatore i ed appartiene all’insieme dei possibili tipi i T ; esso
determina la funzione dei payoff del giocatore i,   i n i t a a u , , 1  . La credenza   i i i t t p  descrive
l’incertezza di i relativa ai possibili tipi degli altri 1  n giocatori, i t , dato il tipo del giocatore i
, i t . Questo gioco è indicato con   n n n n u u p p T T A A G , , ; , , ; , , ; , , 1 1 1 1      .
Seguendo Harsanyi, assumiamo che la struttura temporale di un gioco statico bayesiano sia
la seguente:
2 Gibbons R., (1994), in “Teoria dei giochi”, pag. 152, definisce in modo elementare il concetto di gioco bayesiano.Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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a. la natura estrae a sorte un vettore dei tipi   n t t t , , 1   , dove i t è estratto da un
insieme di possibili tipi i T ;
b. la natura rivela i t al giocatore i e a nessun altro giocatore;
c. i giocatori scelgono simultaneamente le azioni; il giocatore i sceglie l’azione i a
dall’insieme ammissibile i A ;
d. si ricevono i payoff   i n i t a a u ; , , 1  .
In questo modo abbiamo descritto un gioco con informazione incompleta come se fosse un
gioco con informazione imperfetta, dove con informazione imperfetta si intende che, in
corrispondenza di qualche mossa del gioco, il giocatore a cui spetta la mossa non conosce la
storia completa del gioco fino a quel momento.
Definizione: Nel gioco statico bayesiano   n n n n u u p p T T A A G , , ; , , ; , , ; , , 1 1 1 1      , una
strategia del giocatore i è una funzione   i i t s , la quale, per ogni i t in i T , specifica l’azione
appartenente all’insieme ammissibile i A che il tipo i t sceglierebbe qualora venisse estratto dalla
natura.
Anche in questo tipo di giochi, la strategia di ogni giocatore deve essere una risposta ottima
alle strategie degli altri giocatori, ossia, un equilibrio di Nash bayesiano non è altro che un
equilibrio di Nash di un gioco bayesiano.
Definizione: Nel gioco statico bayesiano   n n n n u u p p T T A A G , , ; , , ; , , ; , , 1 1 1 1      , il
vettore di strategie  
* *
1 , , n s s  è un equilibrio di Nash bayesiano (in strategie pure) se, per ogni
giocatore i e ogni tipo di i, i t in i T ,   i i t s
* risolve il problema
            
  
     
i i
i i T t








1   .
Ciò significa che nessun giocatore è disposto a cambiare la propria strategia nemmeno se
tale cambiamento riguardasse una sola azione da parte di un tipo.
Come nei giochi finiti con informazione completa, anche in un gioco statico bayesiano
finito, cioè un gioco in cui n,   n A A , , 1  e   n T T , , 1  sono tutti insiemi finiti, esiste un
equilibrio di Nash bayesiano, eventualmente in strategie miste.Elena Dobici
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2 Il modello di Fukao: concetti base e loro applicazione ad un modello di
esternalità di rete
2.1 I concetti basilari del modello di Fukao3
Nell’articolo “Coordination failures under incomplete information and global games” (2003),
Fukao prende in considerazione un global game simmetrico con n giocatori, indicizzati da
n i , , 1  . L’insieme di tutti i giocatori è indicato con N ed i payoff dei giocatori sono
caratterizzati da uno shock comune . Prima che i giocatori decidano simultaneamente le loro
azioni, ciascun giocatore i osserva lo shock con disturbo, per cui si ha
i i      . (2.1)
i  è un disturbo di osservazione e poiché i osserva i  , egli osserva  “sporcato” da i  .
Lo shock  appartiene all’intervallo    , ed ha una densità di probabilità h strettamente
positiva e continuamente differenziabile. I disturbi n    , , , 2 1  sono indipendenti da  ed
hanno una distribuzione comune  con densità  continua, limitata e simmetrica per ogni i  e
j  , ossia è     n i j n j i           , , , , , , , , , , 1 1        per ogni N j i  , ed ogni insieme
  n    , , , 2 1  . L’informazione privata di ciascun giocatore appartiene all’insieme    , .
Ciascun giocatore i ha due possibili azioni,  e  , inoltre, i payoff di tutti i giocatori
hanno una forma funzionale identica e sono influenzati dall’azione degli altri giocatori nello












dove m è il numero degli altri giocatori che scelgono  e  è una realizzazione dello shock










v sia differenziabile e strettamente crescente in  e che il
3
Per una trattazione esaustiva si veda Fukao K., (2003) “Coordination failures under incomplete information
and global games”.Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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crescente in 1  n m . Si assumono inoltre le seguenti ipotesi: se nessuno degli altri sceglie  e
lo shock è molto grande, il guadagno del singolo aumenta scegliendo  , mentre se tutti gli altri
scelgono  e lo shock è molto piccolo, il guadagno del singolo diminuisce scegliendo  .
Quindi per shocks abbastanza alti, l’azione  è strettamente dominata da  e per shocks
abbastanza bassi l’azione  è strettamente dominata da  .
Consideriamo gli equilibri di Nash bayesiani del gioco. Indichiamo con   i i q  la probabilità
del giocatore i di intraprendere l’azione  quando egli osserva i  . La strategia
comportamentale del giocatore i è una funzione   i q da    , in   1 , 0 . Quando tutti i giocatori
eccetto i seguono le strategie             n i i q q q q , , , , , 1 1 1   , il giocatore i con informazione
privata i  , dalla scelta di  anziché di  si attende il seguente guadagno marginale:
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       (2.2)
   
   
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    
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dove i N è l’insieme di tutti i giocatori eccetto i, ossia è   n i i N i , , 1 , 1 , , 2 , 1       ,
m
i   è la
selezione di m giocatori da i N e
m
i   è l’insieme di tutte queste selezioni. Poiché è j j     
, la frazione in (2.2) è la comune densità di probabilità condizionata dello shock  e dei tipi degli
avversari del giocatore i, n i i     , , , , 1 1 1     , dato il tipo i  del giocatore i.
Nella formula sono presenti integrali poiché i disturbi e  assumono valori in un insieme
continuo (illimitato per i disturbi e compreso fra  e  per ). Il primo fattore della (2.2) viene
poi moltiplicato per la frazione che rappresenta le credenze del giocatore i relative a  ed ai tipi
degli altri giocatori data la conoscenza del giocatore i del proprio tipo. Tale frazione non è altro
che la formula di Bayes.Elena Dobici
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Ora, un equilibrio bayesiano è un insieme di strategie       n q q , , 1  tale che, per ciascun
giocatore i ed ogni possibile valore di i  , la strategia comportamentale   i i q  massimizza il
payoff atteso del giocatore i, cioè   1  i i q  se   0  i i V  ,   0  i i q  se   0  i i V  e
    1 , 0  i i q  se   0  i i V  .
L’autore, a questo punto, introduce e dimostra la seguente proposizione, che ci assicura
l’esistenza di un equilibrio di Nash:
Proposizione: Nei nostri giochi ad informazione incompleta, esiste un punto di equilibrio di
Nash bayesiano nelle strategie comportamentali.
2.2 Esternalità di rete e fallimenti del coordinamento4
Mediante l’uso di un modello con esternalità di rete, possiamo analizzare le implicazioni di
benessere nel caso di un piccolo disturbo. Consideriamo una tecnologia in cui ci sono n agenti
identici, i quali decidono simultaneamente se adottare la tecnologia (azione  ) o non adottarla
(azione  ). Maggiore è il numero degli agenti che adottano la medesima tecnologia, più alta è
l’utilità che ne deriva loro. In questo modo introduciamo esternalità di rete. Il payoff di un agente
che non adotta la tecnologia utilizzata dagli altri è fissato pari a zero. Se l’agente i sceglie  , il
suo guadagno marginale è
  















dove c è il costo di  , m è il numero degli altri agenti che scelgono  ,  denota lo shock




r rappresenta l’esternalità di rete; assumiamo che la funzione del pay-off è lineare
nella realizzazione dello shock comune e nel numero degli altri giocatori che scelgono la
tecnologia  . Assumiamo la seguente struttura di informazione: ciascun agente i osserva i  che
è formato da uno shock comune  e un disturbo di osservazione i  , cioè
4
Fukao K., (2003) introduce tale argomento in “Coordination failures under incomplete information and
global games”, paragrafo 2.Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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i i      ,
dove  e i  sono variabili casuali indipendenti distribuite normalmente con valore atteso zero e
scarto quadratico medio 0    e 0    . I disturbi n    , , , 2 1  sono indipendenti tra loro e
ciascun agente i non conosce né l’informazione privata degli altri agenti, né la composizione di
i  .
Per studiare questo modello, consideriamo dapprima il gioco ad informazione completa che
corrisponde al nostro gioco con informazione incompleta, assumendo che non ci sia disturbo di
osservazione e che quindi  sia direttamente osservabile.
Se è r c    e i sceglie  , si dimostra che qualunque sia il numero degli altri giocatori
che scelgono  , i ha un profitto marginale negativo, quindi in tal caso nessuno sceglie  e si
ha un unico equilibrio di Nash nel quale tutti gli utenti scelgono  .
Se è c   e i sceglie  , è positivo il suo guadagno marginale per ogni scelta di tutti gli
altri, quindi in tal caso si ha un unico equilibrio di Nash in cui tutti scelgono  .
Se è c r c     , a seconda del valore di r e di m , il giocatore i può ottenere un
guadagno marginale negativo, positivo o nullo e quindi ci sono rispettivamente due equilibri di
Nash in strategie pure e un equilibrio di Nash in strategie miste, poiché nel caso di profitto nullo
è indifferente per i giocatori scegliere  o  .
Studiamo ora il gioco con informazione incompleta ed indichiamo con   i i q  la probabilità


















dove supponiamo che x sia il valore soglia per i  oltre il quale gli agenti ritengono che le
mutate condizioni economiche richiedano l’adozione della nuova tecnologia  e ipotizziamo
che tutti scelgano per x lo stesso valore.Elena Dobici
10
L’agente i che osserva i  , dalla scelta di  piuttosto che di  ottiene il seguente guadagno
marginale atteso:
      i i i i m E
n
r




    ,
dove   i E   e   i m E  sono rispettivamente la media condizionata di  dato i  e la media
condizionata di m dato i  . Si assume che il singolo agente voglia stimare  tramite una
funzione lineare del valore a lui noto i  : il problema dell’agente è dunque quello di estrarre un
segnale. Tale concetto è molto importante per gli economisti, infatti, come riportato in De
Vincenti-Marchetti5, Lucas negli anni 70, ipotizzando una imperfezione nell’informazione a
disposizione dei singoli agenti, elaborò per la prima volta un modello di equilibrio generale del
ciclo economico basato sul problema di estrazione di segnale; tale modello è stato poi
riformulato in una forma semplificata da Polemarchakis, Weiss, Azariadis, McCallum, Halm,
Benassy. Il problema può essere risolto analiticamente con il metodo della proiezione lineare con
i minimi quadrati ordinari6, ottenendo














i j i x m E    Prob , (vedi nota 8).
Quindi possiamo scrivere








i j i i i x
n
r










5 “Lo studio di Lucas del 1972 elabora per la prima volta lo schema esemplare, pienamente coerente e dettagliato, di
un modello di equilibrio generale del ciclo economico basato sul problema di estrazione di segnale. Sebbene si tratti
di un lavoro dal contenuto tecnico-analitico piuttosto elevato (sicuramente non comune rispetto allo standard dei
modelli macro più in voga negli anni Sessanta e Settanta), è comunque possibile riformularne una versione
relativamente semplificata, adottando alcune forme specifiche per le funzioni-obiettivo e per le distribuzioni di
probabilità delle variabili aleatorie, come è stato fatto successivamente da alcuni autori (cfr. Polemarchakis, Weiss,
1977; Azariadis, 1981a; McCallum, 1984; Halm, 1987; Benassy, 1999).” (De Vincenti, Marchetti 2005, p. 64).
6 “ Il problema può essere risolto con i metodi dell’inferenza probabilistica, in particolare con il metodo della “
proiezione lineare con i minimi quadrati” (cfr. Sargent, 1987a).” (De Vincenti, Marchetti 2005, p. 60).Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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D’altra parte, sappiamo che i  è somma di due variabili casuali indipendenti distribuite
normalmente, quindi anche i  segue una distribuzione normale, ossia si ha i  ~    
2 ,   i E N ,
per cui, utilizzando la trasformazione
  j j j E Z       ,
dove Z è una variabile normale standardizzata, abbiamo
   





















e ponendo   i j Z    var
2  , abbiamo
   
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i j


































Per ottenere una espressione esplicita della (2.4) dobbiamo quindi calcolare le grandezze
  i j E   e   i j   var 7:
 














































































































ed indicando con G la funzione che si otterrebbe calcolando tale integrale, abbiamo
7
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z





















































































































per cui, essendo i F continua e crescente per tutti i i  e tutti gli x, i F implicitamente definisce la
funzione di reazione dell’agente i, perché si suppone complementarietà strategica: maggiore è il
numero degli agenti che scelgono la tecnologia  , maggiore è il payoff che ottiene i scegliendo
tale tecnologia (ricordiamo che tale payoff è crescente in i  ); quindi la condizione del primo
ordine è data dall’uguaglianza a zero della derivata del guadagno atteso di i, ossia del suo
guadagno marginale atteso:
  0 ,  x F i i  ;
poiché in equilibrio simmetrico tutti scelgono lo stesso valore x, la condizione necessaria e
sufficiente per un valore di equilibrio x è
  0 ,  x x Fi ,
la cui espressione esplicita è
        x k n
n
r
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Da questa si ottiene subito
    k x k r
dx










    k x k r
dx































La derivata seconda è quindi data da
 
  0 per 0
0 per 0
2











k e x r
dx




la quale ci dice che per gli x negativi la funzione   x x Fi , ha la concavità rivolta verso il basso,
mentre per i valori positivi di x, la funzione ha la concavità rivolta verso l’alto.
Ora calcoliamo la derivata di   x x Fi , nel punto 0  x :
 




























Osserviamo che tale derivata non dipende da x, ma da   e da   , i cui valori potranno fare in
modo che sia  
0
,



















































     






































c Fi    per 0  x .
D’altra parte
    x x Fi , per   x ,
    x x Fi , per   x .Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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Tracciamo dei grafici intuitivi limitandoci al piano, ossia considerando   x x Fi , come













c Fi    vicino a 0.
Se è   0
2
0 , 0    
r







x x dFi nel punto B in cui è 0  x , venendo da sinistra un aumento di x comporta
un aumento di i F e quindi la convergenza in B. Analogamente, venendo da destra, una
diminuzione di x implica una diminuzione di i F , che conduce in B. B è quindi un equilibrio ed
essendo in tal punto 0  i F , il giocatore i non ha convenienza a scegliere l’azione  , per cui in
0  x si ha un unico equilibrio in cui tutti scelgono  .
Ora, se invece è   0
2
0 , 0    
r
c Fi per 0  x , si ha
  x FiElena Dobici
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Grafico 2
In tal caso, in 0  x si ha il punto di equilibrio A, nel quale è 0  i F , quindi in A si ha un unico
equilibrio in cui tutti scelgono  .
Esaminiamo ora il caso  
0
,








c Fi    vicino a






Ora, in un intorno del punto C, in cui 0  x , avvicinandosi da sinistra, all’aumentare del
valore di x diminuisce il valore di i F , mentre giungendo da destra, ad una diminuzione di x
corrisponde un aumento di i F ; C è anch’esso punto di equilibrio ed in tal caso si possono avere
  x Fi
  x FiEsternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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tre equilibri: uno in cui tutti selezionano  , uno in cui tutti scelgono  e l’altro in strategie
miste.
Riepilogando, dunque, nel caso  
0
,












si hanno equilibri multipli e quindi fallimenti del coordinamento.
Consideriamo ora il caso in cui si abbia un unico equilibrio per studiarne le implicazioni di
benessere ed esaminiamo il payoff marginale atteso dall’agente i prima che questo possa




















Il valore atteso del guadagno marginale di i scegliendo  prima dell’osservazione di i  è
allora




i i i i i d x F x W     , , (2.6)
dove   i   è la funzione di densità di i  .
Vogliamo studiare l’espressione  
dx
x dWi per vedere la variazione del guadagno marginale di
i al variare di x.
In definitiva abbiamo





i N j x
i i i i
i d x g
n
r
x x x F
dx
x dW









quindi, una diminuzione di x farà aumentare il guadagno marginale che i si attende scegliendo
 . Il secondo termine nel secondo membro della (2.7) rappresenta un effetto di spillover: se x
diminuisce per tutti gli altri 1  n , ma non per i, a  
dx
x dWi si aggiungono ulteriori quantità
negative, quindi  
dx
x dWi è maggiore in valore assoluto, per cui il rimanente agente i otterrà un
beneficio da tale diminuzione di x, poiché aumenterà maggiormente il valore atteso del suo
guadagno marginale per la scelta di  . Ciò implica che l’unico equilibrio di Nash bayesiano non
è Pareto ottimale e che tutti gli agenti potrebbero aumentare il loro benessere coordinandosi per
diminuire x ad un valore comune.
Ora confrontiamo l’equilibrio di Nash bayesiano con gli equilibri di Nash del corrispondente
gioco con informazione completa. Supponiamo che non ci sia disturbo e che  sia direttamente
osservabile. Allora, per valori di  fino a r c  c’è un unico equilibrio di Nash B in cui tutti
scelgono  . Se invece  supera c, in questo caso si ha 1   n m , cioè tutti gli agenti diversi da
i scelgono  ed il benessere atteso di un agente rappresentativo calcolato prima della
manifestazione di  è




d h r c    ,








r c i ), dove    h è la funzione di densità di .
D’altra parte, abbiamo visto che nel gioco con informazione incompleta e disturbi
infinitesimi c’è un unico equilibrio di Nash bayesiano. Ora consideriamo di nuovo l’equazione
(2.5), che qui riportiamo:
8
Si rinvia la dimostrazione in appendice, sezione A2.Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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 














































































per il fatto che il disturbo è infinitesimo per ipotesi, in i i      , i  coincide quasi con  e,
















 , dove tale
termine converge a zero con la velocità di
2





























































































































da quest’ultima espressione si vede che il numeratore converge a zero più rapidamente del
denominatore, con il risultato che la frazione tende a zero. Ora, poiché si ha
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, applicando la condizione di equilibrio secondo la quale è
  0 ,  x F i i  , abbiamo
0
2
   
r
c  , dalla quale
2
r
c    ,
per cui, in questo caso, il benessere atteso dall’agente rappresentativo è
           O d h r c
r
c





che è più grande del benessere atteso nel caso di giochi con informazione completa, per valori di
  abbastanza piccoli. Quindi un pianificatore centrale, di fronte a problemi di equilibri multipli,
preferirà una situazione di informazione incompleta con un piccolo disturbo ad una situazione di
informazione completa. Il policy maker potrebbe valutare in termini di una analisi costi-benefici
l’introduzione di un sussidio atto a favorire l’adozione della nuova tecnologia, in modo tale da
ridurne il costo di utilizzo e fare in modo che si abbia un unico equilibrio nel quale tutti scelgono
 .
3 Cenni alla teoria dei giochi supermodulari
I giochi supermodulari sono giochi nei quali l’insieme delle strategie di ciascun giocatore è
parzialmente ordinato, i rendimenti marginali risultanti dall’accrescimento della strategia di un
giocatore aumentano al crescere delle strategie dei rivali, cosicché il gioco esibisce
complementarietà strategiche e, se le strategie di un giocatore sono multidimensionali, i
rendimenti relativi ad ognuna delle componenti della strategia di ogni giocatore crescono con
l’incremento delle altre componenti. L’approccio della teoria dei reticoli è utile nel fornire una
struttura analitica comune per lo studio delle complementarietà, nel derivare nuovi risultati
difficili o impossibili da ottenere con l’approccio classico e gettare nuova luce su quelli
tradizionali, sbarazzandosi di assunzioni non necessarie. Per tale scopo richiamiamo brevementeEsternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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i concetti basilari di questa teoria, rimandando ai lavori di Birkhoff e Topkis9 e ad Elena
Dobici10, Tesi di dottorato “Fallimenti del coordinamento e giochi supermodulari: una
applicazione della teoria dei reticoli”, per una analisi riassuntiva del tema.
3.1 Insiemi parzialmente ordinati, reticoli, reticoli completi e sottoreticoli
Definizione: Per insieme parzialmente ordinato si intende un insieme P nel quale, dati due
elementi x e y appartenenti a P , viene definita una relazione binaria y x  che soddisfa le
seguenti proprietà:
P1: Per tutti gli x si ha x x  (riflessività)
P2: Se y x  e x y  , allora è y x  (antisimmetria)
P3: Se y x  e z y  , allora è z x  (transitività),
dove il simbolo  si dice anche relazione d’ordine.
Definizione: un insieme L parzialmente ordinato è un reticolo se ogni sua coppia di
elementi x e y ha un estremo inferiore (inf), y x  , e un estremo superiore (sup), y x ,
appartenenti all’insieme. Se l’inf e il sup esistono per ogni sottoinsieme di L, allora L è un
reticolo completo.
Ad esempio, la retta reale R è un reticolo con   x x x x         , max e
  x x x x         , min per x e x  in R .
In generale, per ogni intero positivo n,
n R è un reticolo.
L’intervallo aperto   1 , 0 è un reticolo poiché è ordinato ed ogni coppia nell’intervallo ha sup
e inf in esso. Invece l’insieme      1 , 0 , 0 , 1 non è un reticolo; infatti, considerando che l’ordine
9
i concetti che seguono sono definiti da Birkhoff (1948), Lattice Theory, American Mathematical Society, ch. 1
e Topkis (1998), Supermodularity and complementarity,ch. 2 pagg. 11-14, Princeton University Press.
10 Si veda Elena Dobici (2007), Tesi di dottorato “Fallimenti del coordinamento e giochi supermodulari: una
applicazione della teoria dei reticoli”pagg. 129-151, per la sintesi dei concetti fondamentali della teoria dei reticoli e
dei giochi supermodulari.Elena Dobici
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prodotto è un ordine parziale nel quale si ha y x  se e solo se i i y x  per ogni componente i
dei due vettori, i due elementi   0 , 1 e   1 , 0 non hanno né inf né sup nell’insieme. Comunque,
l’aggiunta dei due punti   0 , 0 e   1 , 1 , consente di creare un reticolo costituito dal più ampio
insieme          1 , 1 , 1 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 . Ora in questo insieme esiste l’inf degli elementi   1 , 0 e   0 , 1 ,
che è   0 , 0 , ed il sup, dato da   1 , 1 .
Definizione: Si definisce sottoreticolo di un reticolo L un sottoinsieme di L che per ogni
coppia di elementi contiene i loro sup e inf in L.
Ad esempio, se R L  , allora ogni sottoinsieme di L è un sottoreticolo di L.
3.2 Il teorema di Tarski11
Innanzi tutto diamo la seguente
Definizione: Sia    , L un insieme parzialmente ordinato. Una funzione f da L in L è
crescente (decrescente) se per y x, in L, y x  implica     y f x f  (     y f x f  ).
Tenendo conto di questa, possiamo enunciare il teorema del punto fisso proprio della teoria
dei reticoli:
Teorema di Tarski: Sia    , L un reticolo completo, f una funzione crescente da L in L
e E l’insieme dei punti fissi di f ; allora E è non vuoto e    , E è un reticolo completo. Inoltre
c’è un più grande punto fisso,     x x f L x E L    : sup sup e un più piccolo punto fisso
    x x f L x E L    : inf inf .
Possiamo visualizzare il risultato del teorema considerando una funzione     1 , 0 1 , 0 :  f .
L’insieme dei punti fissi di f è proprio l’intersezione del grafico della funzione con la bisettrice
del primo quadrante. Una funzione crescente può fare molti salti verso l’alto, ma non può evitare
di incrociare la retta di 45 gradi. Non si ha, invece, un teorema analogo per le funzioni
11
Si vedano Cooper R. W., 1994, Equilibrium selection in imperfectly competitive economies with multiple
equilibria, “The Economic Journal”, 104, pagg. 1106-1122 e Vives X., 1999, Oligopoly pricing , THE MIT PRESS,
pagg. 20-22.Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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decrescenti. Se f è decrescente, essa può fare dei salti verso il basso evitando la retta di 45 gradi
e fare in modo che l’equilibrio non esista:
E’ degno di nota il fatto che nessuna proprietà topologica (come la compattezza, la
continuità, etc.) viene coinvolta in questo risultato, ma soltanto proprietà di ordinamento.
Osserviamo inoltre che il teorema di Tarski non asserisce che l’insieme E dei punti fissi di
L L f  : è un sottoreticolo di L, ossia, se x e y appartengono a E , non è necessariamente
vero che   y x L , sup e   y x L , inf appartengono anch’essi a E . Ciò che è vero è che x e y
hanno un massimo e un minimo in E .
3.3 Differenze prime crescenti e supermodularità12
Consideriamo la funzione R T X f   : , dove X è un reticolo, T un insieme parzialmente
ordinato e X S  . Consideriamo poi la seguente famiglia dei problemi di ottimizzazione
indicizzati da un parametro t, con T t  :




Definizione: Sia X un reticolo e T un insieme parzialmente ordinato. La funzione
R T X f   : esibisce differenze prime (strettamente) crescenti nei suoi due argomenti   t x, ,
12
Cooper R. W. (1999), pagg. 28-30, fornisce una chiara sintesi dei concetti qui riportati.
  x f f
Grafico 4.1 Grafico 4.2Elena Dobici
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se     t x f t x f   , , è crescente in x per ogni t t   , (è strettamente crescente in x per tutti i
t t   con t t   ).
Definizione: Sia X un reticolo. Una funzione a valori reali R X f  : è supermodulare se
per X y x  , , si ha         y x f y x f y f x f      . La funzione f è strettamente
supermodulare se la disuguaglianza è stretta per tutte le coppie X y x  , non ordinate, mentre
una funzione f è (strettamente) submodulare se f  è (strettamente) supermodulare.
Osserviamo che per una funzione definita su un prodotto di insiemi totalmente ordinati, i
due concetti coincidono. Ad esempio, se R R f
n  : è derivabile due volte con continuità,
allora f è supermodulare se e solo se   0
2     j i x x x f per tutti gli x e j i  .
3.4 Giochi supermodulari13
Un gioco G in forma normale o strategica può essere definito da una terna   N i A i i  , , , dove
  n N , , 1  è l’insieme dei giocatori, i A lo spazio delle strategie pure del giocatore i e
R A i  :  , con n A A A     1 , la funzione del payoff del giocatore i. Tutti questi elementi
sono conoscenza comune dei giocatori, ossia, ogni giocatore li conosce e sa che gli altri giocatori
li conoscono e sa che gli altri giocatori sanno che egli li conosce e così via all’infinito.
Introduciamo la classe dei giochi supermodulari che sfrutta i risultati di monotonicità
associati a payoff che soddisfano proprietà di complementarietà.
In breve, un gioco supermodulare è un gioco con complementarietà strategiche.
Definizione: Il gioco   N i A i i  , , è (strettamente) supermodulare se
 per ciascun i, i A è un reticolo compatto,
 i  è superiormente semicontinua e supermodulare in i a per i a fissato,
 i  presenta differenze (strettamente) crescenti in   i i a a  , .
Definizione: Il gioco è regolarmente (smooth) supermodulare se
13 Si veda Vives X., (1999), pagg. 31-34.Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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 ciascun i A è un cubo compatto nello spazio Euclideo,
 i  è derivabile due volte con continuità e 0
2     ik ih i a a  per ogni h k  e
0
2     jk ih i a a  per ogni i j  e per tutti gli h e k , dove ih a indica l’azione h
del giocatore i.
 La disuguaglianza stretta per il secondo insieme di derivate fornisce differenze
strettamente crescenti in   i i a a  , e definisce un gioco strettamente regolarmente
supermodulare.
Quindi 0
2     ik ih i a a  indica l’aumento del pay-off marginale del giocatore i, ottenuto
per un aumento dell’azione h, a seguito dell’incremento dell’azione k , mentre
0
2     jk ih i a a  rappresenta l’aumento del pay-off marginale di i dovuto all’incremento
dell’azione k da parte del giocatore j .
Consideriamo il gioco supermodulare   N i A i i  , , , e per ciascun vettore i a (vettore di
strategie di tutti i giocatori eccetto i) definiamo per i la corrispondenza di miglior risposta
come l’insieme di tutte le strategie che sono ottimali per il giocatore i dato i a :
    i i i a i i a a a
i     , max arg  ,
indichiamo poi con   i i a  la più grande funzione di miglior risposta del giocatore i, ossia
  i i a  sup , e con   i i a  la più piccola, cioè   i i a  inf . Entrambe esistono e sono ben
definite in un gioco supermodulare. Infatti, date le strategie dei rivali i a , il giocatore i ha un
insieme non vuoto di migliori risposte   i i a  , che è un sottoreticolo compatto di i A perché i A
è un reticolo compatto e il suo payoff i  semicontinuo superiormente e supermodulare. Poiché
  i i a  è un sottoreticolo di i A , segue che entrambi     i i i i a a      sup e
    i i i i a a      inf sono essi stessi migliori risposte. Inoltre, poiché i  ha differenze crescenti
in   i i a a  , , si ha che   i i a  è crescente e si dimostra che   i i a  e   i i a  sono entrambi
crescenti.
Sia   n     , , 1  la più grande funzione di miglior risposta e   n     , , 1  la più
piccola. Abbiamo visto che  è una funzione crescente su A, che è un reticolo compatto e
quindi completo, così possiamo applicare il teorema di Tarski, dal quale si ha cheElena Dobici
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    a a A a a     : sup è un punto fisso di  . Per ogni equilibrio di Nash a, si ha   a a  
e di conseguenza a è il più grande equilibrio. Con un ragionamento analogo si ottiene che
    a a A a a     : inf è il più piccolo equilibrio. Con questo ragionamento abbiamo
dimostrato il teorema di Topkis sugli equilibri nei giochi supermodulari:
Teorema di Topkis : In un gioco supermodulare l’insieme degli equilibri E è non vuoto ed
ha un più grande elemento     a a A a a     : sup , e un più piccolo elemento
    a a A a a     : inf .
Per quanto riguarda l’ordinamento paretiano degli equilibri, in un gioco supermodulare se il
payoff di un giocatore è crescente nelle strategie degli altri giocatori, allora i payoff associati al
più grande punto di equilibrio a e al più piccolo a forniscono dei limiti per i payoff di equilibrio
di ciascun giocatore: a è il miglior equilibrio in senso di Pareto, mentre a è il peggiore.
4 Rivisitazione del modello di Fukao (2003) e sua estensione in termini della
teoria dei giochi supermodulari14
Di seguito viene riportata la rivisitazione in termini supermodulari del modello di Fukao sopra
descritto ed una sua estensione, allo scopo di poter fornire una semplice, ma interessante
esemplificazione dell’applicazione dell’apparato matematico in questione a problemi economici.
Ragioniamo ora in termini supermodulari, supponendo dapprima che  sia conoscenza
comune di tutti i giocatori e non ci sia alcun disturbo nell’osservazione dello shock . Si ha,
quindi, un gioco ad informazione completa nel quale indichiamo le strategie in questo modo:
1  i a se il giocatore i sceglie la tecnologia 
0  i a se il giocatore i sceglie la tecnologia  .
Lo spazio delle strategie è quindi
  1 , 0  i A
14 Estratto da Elena Dobici (2007), Tesi di dottorato “Fallimenti del coordinamento e giochi supermodulari: una
applicazione della teoria dei reticoli” pagg. 163-169Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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che è un reticolo compatto.
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dove i  è una funzione derivabile due volte con continuità.





























Tale risultato garantisce che il gioco ad informazione completa è un gioco regolarmente
supermodulare e quindi per esso l’insieme degli equilibri è non vuoto ed ha un più grande e un
più piccolo elemento.
Ora consideriamo un gioco ad informazione incompleta, nel quale si verifichi uno shock la
cui osservazione da parte degli agenti sia turbata da un disturbo. Indichiamo con x il valore
soglia per il segnale  , indicativo dello shock, oltre il quale gli agenti ritengono che le mutate
condizioni economiche richiedano l’adozione della nuova tecnologia  e supponiamo che tutti
scelgano per x lo stesso valore. Ricordiamo l’espressione della funzione   x F i i ,  :
 



























































la quale rappresenta il guadagno marginale atteso da i scegliendo  anziché  .




















































































































































in tal caso, la corrispondenza
    x F i i i i
i
, max arg   


rappresenta l’insieme non vuoto delle funzioni di miglior risposta per i (che esiste per quanto
visto in precedenza). Indichiamo con
    i i i x       : sup
la più grande funzione di miglior risposta, mentre denotiamo con
    i i i x       : inf
la più piccola funzione di miglior risposta.
















i x   .



















in tal caso i sceglie  e poiché in equilibrio simmetrico tutti scelgono lo stesso valore di x, tutti
scelgono  .








, per tutti è indifferente scegliere  oppure  e si hanno
equilibri multipli.
Osserviamo che sia nel caso di informazione completa, che in quello di informazione
incompleta, la natura supermodulare del gioco ci consente di ammettere l’esistenza di almeno un
equilibrio sulla base dei principi della teoria. Si tratta poi di vedere se esiste più di un equilibrio:









, anche in presenza di un notevole shock, ci possono essere agenti che non adottano
la nuova tecnologia a causa della distorsione nell’informazione percepita.
4.1 Estensioni del modello di Fukao
Abbiamo visto che la potenza della teoria dei reticoli e dei giochi supermodulari consiste nella
possibilità della sua applicazione anche quando non si ha convessità dell’insieme delle strategie e
quasi concavità delle funzioni di payoff. Nel caso del modello di Fukao, però, non ha senso
confrontare il modello stesso con quelli basati sulla convessità perché il dominio su cui è definita
la funzione dei payoff non è un insieme convesso, essendo discreti i valori di i a e j a . E’
interessante, comunque, fare le seguenti considerazioni. Assumendo che non ci sia disturbo di
osservazione e che quindi  sia direttamente osservabile, definiamo in generale una funzione








j i j i i a c a c a a V    , , , , ,
la quale rappresenta il payoff che riceve l’agente i scegliendo la nuova tecnologia  e poniamo,
per comodità,







z   .
Affinché in un gioco con tale funzione dei payoff sia rispettata la condizione di
























Infatti, per i h  e j k  , si ha
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Se, quindi, la funzione






















, il gioco è supermodulare e ad esso si possono applicare i relativi teoremi
che garantiscono l’esistenza di almeno un equilibrio.
Nel gioco ad informazione incompleta, nel quale è osservato i  e tutti scelgono il valore
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Se è verificata tale condizione, anche il gioco ad informazione incompleta è supermodulare ed
anche in questo caso è garantita l’esistenza di almeno un equilibrio.
Il modello di Fukao, dunque, è un caso particolare di un insieme più generale di modelli che
possono essere studiati mediante la teoria dei giochi supermodulari; in Fukao la funzione dei
payoff è lineare nella realizzazione dello shock comune e nel numero degli altri giocatori che































































j i a E
n
r
E c   
1
.
Vediamo il significato economico di tale risultato. Nel caso in cui non ci sia disturbo di
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, , ,
lineare nella realizzazione dello shock comune e nel numero degli altri giocatori che scelgono la
tecnologia  . Questa funzione di payoff non è altro che quella del modello originale
  
















opportunamente riformulata affinché possa essere facilmente trattata mediante la teoria dei
reticoli e dei giochi supermodulari. Con tale funzione e lo spazio delle strategie di cui sopra,
abbiamo visto che la teoria ci assicura l’esistenza di almeno un equilibrio. D’altra parte però,
abbiamo ottenuto lo stesso risultato di esistenza considerando una intera classe di funzioni che
abbiano per argomenti le strategie dell’agente i e degli altri agenti, il costo di adozione della
nuova tecnologia e lo shock. La forma funzionale che abbiamo considerato è generica, indicata
dall’espressione








j i j i i a c a c a a V    , , , , ,
e quindi non necessariamente lineare. Affinché siano soddisfatte le ipotesi di base della teoria e
quindi garantita l’esistenza di almeno un equilibrio, ponendo
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la quale condizione altro non è che quella di supermodularità della funzione che coincide con la
condizione di differenze prime crescenti, essendo tale funzione derivabile due volte con
continuità. Infatti, la
0  y 
ci dice che il pay-off marginale dell’agente i aumenta con l’”incremento” della stessa strategia
dell’agente j , mentre la condizione
0  yy 
ha lo stesso significato per tutti gli altri agenti diversi da i.Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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Nel caso del gioco ad informazione incompleta, la condizione di non negatività della
derivata seconda mista della funzione di payoff, è riferita al valore atteso del payoff marginale,
essendo presente, in tal caso, il disturbo casuale di informazione.
5 Conclusioni
In questo lavoro abbiamo proposto una applicazione della teoria della supermodularità per lo
studio dei problemi di esistenza ed eventuale molteplicità degli equilibri in un contesto
caratterizzato da esternalità di rete. Torniamo sui vantaggi di tale approccio ricordando che la
supermodularità non è correlata alla convessità, alla concavità e ai rendimenti di scala. Infatti, se
consideriamo il caso di una funzione derivabile due volte con continuità, la supermodularità
pone condizioni soltanto sulle derivate parziali miste della funzione, mentre gli altri concetti
impongono restrizioni anche sulla diagonale della matrice delle derivate seconde. Il teorema del
punto fisso proprio della teoria dei reticoli fornisce un risultato in cui nessuna proprietà
topologica come la compattezza, la continuità, etc., viene coinvolta, ma soltanto proprietà di
ordinamento.
La nostra riformulazione del modello di esternalità di rete originariamente proposto da
Fukao (2003) mostra come l’utilizzo dell’apparato matematico in questione consenta di ricavare
l’esistenza degli equilibri anche in presenza di un insieme delle strategie dicotomico, con il
vantaggio ulteriore di una notevole semplificazione dei passaggi necessari alla dimostrazione.
Soprattutto siamo giunti a risultati più generali di quelli del modello originale, poiché con la
teoria dei giochi supermodulari abbiamo potuto affermare che i risultati ottenuti da Fukao non
richiedono necessariamente la particolare forma funzionale da lui adottata. Essi, infatti, risultano
in realtà comuni ad una intera classe di modelli che differiscono dall’originale per la definizione
della funzione stessa, ma hanno in comune con essa il rispetto di alcune condizioni generali. In
tale contesto, il modello di Fukao può essere considerato un caso particolare di questo più ampio
insieme di modelli.
In conclusione, l’applicazione che abbiamo proposto della teoria dei giochi supermodulari
conferma come essa possa costituire, sia per la possibilità di lavorare con ipotesi meno vincolanti
di quelle dell’analisi tradizionale sia per la sua semplicità di applicazione, uno strumento
importante per i futuri sviluppi nello studio dei fallimenti del coordinamento.Elena Dobici
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Appendice
A1 Calcolo delle grandezze   i j E   e   i j   var
Sappiamo in generale che, dato un modello di regressione lineare di y su x e la sua stima del
tipo
i i i u x y    , (A.1)
dove il disturbo ha valore atteso nullo, si ha       i i i u E x E y E    e quindi   i i x y E   . Allora
effettuiamo la regressione di  su i  considerando il modello
i i u     ,
e ricordando che  è uguale per tutti gli agenti.
Quest’ultima equazione si può scrivere, d’altra parte,
  i i u        ,
dalla quale, ponendo i y   e i i x    , otteniamo ancora l’espressione (A.1). Ora calcoliamo











































per la supposta indipendenza tra  e gli i  , che implica   i i     var var var    ; ora, essendo
  0   E , e   0  i E  , possiamo anche scrivereEsternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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essendo   0 , cov  i   . Abbiamo quindi
    i i i i i u E E         ,
dalla quale










Inoltre, poiché m è funzione di j  , in quanto rappresenta tutti quelli, tranne i, che
osservano x j   , si ha




i j i x m E    Prob ,
Quindi possiamo scrivere
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Per ottenere una espressione esplicita della (2.4) dobbiamo quindi calcolare le grandezze
  i j E   e   i j   var . Per quanto riguarda   i j E   , consideriamo il modello di regressione di
j  su i 
i i j u     ,
che possiamo riscrivere come
  i i j u        .
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Ora, ricordando che   0   E e   0  i E  per ogni i, possiamo scrivere
                           
  i
i i i i
j j i i j j i i E E E E E E E
 
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essendo i termini           
i
i i E E     ,           
i
j j E E     e           
i
j j i i E E    
rispettivamente    i cov ,     j cov e   j i  cov , tutte uguali a zero a causa dell’indipendenza di
 con gli i  e di questi ultimi fra loro. Quindi abbiamo










L’espressione della varianza di j  dato i  è invece
 
2 2









 i j .
Infatti,   i j   var si può scrivere
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j i j E che diventa, per una nota proprietà del
valore atteso,Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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sostituendo i i      , si ottiene
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   .
Ora, per il fatto che   0   E , e   0  i E  per ogni i, possiamo scrivere il primo termine al
secondo membro di   i j   var
               
             
2
2 2 2
2 j j j j
j j j
E E E E E
E E E E E E
     
       
    
       
,
nella quale si ha
   
2 2
      E E
            0 , cov     j j j E E E      
   
2 2
      j j E E ,
quindi, in definitiva, si ottiene
 
2 2 2
         j E
Per quanto riguarda il secondo termine al secondo membro di   i j   var , abbiamo
          
2 2 2
                      E E E E i j i j i j ,
poiché  e i  sono variabili casuali indipendenti distribuite normalmente con valore atteso zero
e scarto quadratico medio 0    e 0    , quindi
     
2 2    E E E   ,
            0     j j j E E E E     
            0     i i i E E E E     Elena Dobici
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            0     i i j j i j E E E E       ,
essendo   0 , cov  j i   per l’indipendenza tra loro degli i  per ogni i.
Infine, si ha ancora
 
2 2 2
         i E ,
quindi, alla fine si ha































   i j
A questo punto possiamo scrivere la (2.4) in maniera esplicita:
 






























































Per la proprietà degli integrali già usata sopra, possiamo scrivere







i i i i i i i i
x
i i i i i d x F d x F d x F x W             , , , .
Ora, sappiamo che   x F i i ,  è una funzione continua, e che i  prende valori nell’intervallo
   , , quindi in realtà si ha
          
 
x
i i i i
x
i i i i d x F d x F

        , , ;
a questo termine si può quindi applicare il Teorema fondamentale del calcolo integrale, che
fornisce
        x x x F d x F i
x
i i i i     

, ,   .Esternalità di rete: una riformulazione del modello di Fukao in termini di giochi supermodulari
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Per quanto riguarda il termine     

 
i i i i d x F     , , si ha
       
    i i j
N j x
i j




d d c d x F
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dove   i j g   è la densità condizionata di j  dato i  . Ora, siccome è   

 




i i i d    è il valore atteso della variabile casuale i  , quest’ultimo numero finito e la
costante c si annullano sotto derivazione.
Resta quindi da studiare il terzo termine al secondo membro, per il quale abbiamo:
       
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che si può scrivere
       
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Ora, il primo termine al secondo membro dell’ultima espressione è zero poiché per ipotesi
j  assume solo valori maggiori o uguali a x, inoltre, poiché j  ha supporto limitato    , , si ha
       























   
           

 





























per il teorema fondamentale del calcolo integrale.
In definitiva abbiamo
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